KOMPLEKSNA ANALIZA

Pavle Pandzi¢, 3. predavanje

Prisjetimo se da smo prosli put dokazali:

Cauchyjev teorem za derivaciju. Neka je f : (3 — C neprekidna
funkcija. Tada vrijedi: f ima primitivnu funkciju na Q) ako i samo je
/ y f =0 za svaki po dijelovima gladak zatvoren put v u Q.

Goursat-Pringsheimov teorem. Ako je f derivabilna funkcija na (,
tada je
=0, YACQ.
aAf N

Takoder smo vidjeli da holomorfna funkcija na () ne mora imati
primitivnu funkciju na Q. (Primjer: 1/zna C\ {0}.) Ako je medutim
skup Q) zvjezdast (definicija slijedi), onda ¢e holomorfna funkcija na
Q) uvijek imati primitivnu funkciju na Q.

Zvjezdasti skupovi

Skup ) C C je zvjezdast ako postoji zg € () sa svojstvom da je
[zo,z]) CQ zasvez e Q.

Tocku zg s ovim svojstvom nazivamo centrom zvjezdastog skupa
Q.

Na primjer, trokut i krug su zvjezdasti skupovi, dok kruzni vijenac
to nije.
U slucaju kruga i trokuta, za to¢ku zp moZemo uzeti bilo koju

tocku trokuta, odnosno kruga.

Uocite da je svaki konveksan skup zvjezdast, dok obratno ne vri-
jedi (primjer: zvijezda).

Cauchyjev teorem za zvjezdasti skup. Neka je () zvjezdast skup i
f : Q@ = C derivabilna funkcija. Tada f ima primitivnhu funkciju na
Q.

Dokaz. Primitivna funkcija F za f konstruira se na sljede¢i nacin.
Neka je zyp € Q) centar zvjezdastog skupa Q). Tada je [zo,z] € Q) za
sve z € (), pa moZzemo definirati funkciju

F:Q-C, F(z):/[z ;
0

PokaZimo da je to doista primitivna funkcija, odnosno daje F'(z) =
f(z),z e Q.

Uzmimo neki z € (). Kako je () otvoren, moZemo naci r > 0 takav
daje K(z,r) C Q.

Zasve h € K(0,r) vrijediz+h € K(z,7), paondai [z,z+ h] C Q.



e

Kako je () zvjezdast (sa srediStem zp), to je
[zo,w] CQ, Yw € [z,z+h].
Trokut
Ay =<zy,z,z+h >

s vrhovima zp,z,z + h je unija segmenata kao gore, pa je Citav taj
trokut sadrzan u Q.

Sada nam Goursat-Pringsheimov teorem daje

E)Ahf =0, VheK(0,r). (1)

Rub trokuta Ay, sastoji se od segmenata [zg, z], [z,z+ h] i [z +h, o],
pa slijedi da za svaki h € K(0, r) vrijedi

0= /aAh f= /[ZO,Z] f+ /[z,z+h] U /[Z“‘h'ZO] 4

Odatle je
/[z,z+h] f [z0,2+H] f [20,2] f ( ) ( )
Sada ponavljamo ra¢un proveden u dokazu Cauchyjevog teorema za
derivaciju:
F'(z) = lim w = lim =
h—0 h h—0 h [Z,Z—Fh]

1 ,
- mﬁ/of(zﬂh)(zwh)dt

1
= lim/ f(z+th)dt = ( f je neprekidna )
h—0.J0

1 1
= /O;llii%f(z—i—th)dt:f(Z)/o dt = f(z).

Time je dokaz gotov. O



Prema Cauchyjevom teoremu za derivaciju i prethodnom teoremu
dobivamo ekvivalentnu formulaciju Cauchyjevog teorema za zvjez-
dast skup.

Korolar. Neka je Q) zvjezdast skup i f : (3 — C derivabilna funkcija.

Tada je
/ f
¥

za svaki po dijelovima gladak zatvoren put y u Q).

Primjer Funkcija f : C \ {0} — C definirana kao f(z) = 1 je deriva-
bilnana C\ {0} i f'(z) = —le.
Veé smo uotili da f nema primitivnu fukciju na C \ {0}.

Sjetimo se, zahvaljujué¢i Cauchyjevom teoremu za derivaciju do-
voljno je bilo pronaci po dijelovima gladak zatvoren put y u C \ {0}
takav daje [, ldz £0.

Primjer takvog puta je
v:[0,27] — C\ {0}, (t) = re",
gdje je r bilo koji pozitivan broj.

Promatrajmo sada restrikciju funkcije f, odnosno, uzmimo manju
domenu, neku koja ne sadrzi upravo spomenute kruznice.
Uzmimo Q) :=C \ (—o0,0] C C\ {0}.

Ocito je Q) zvjezdast skup, jer za npr. zp = 1 vrijedi [z, z] C Q) za
sve z € ().

Prema Cauchyjevom teoremu za zvjezdast skup zaklju¢ujemo da
f(z) = ! ima primitivnu funkciju na Q.

Jo$ znamo i to da je primitivna funkcija zadana formulom

1
F(z) = /7 Z Edz,

gdje je vz proizvoljan po dijelovima gladak put u Q2 od zy do z.

Odaberimo 7, koji se sastoji od segmenta [1,7], gdje je r = |z|,
te luka kruznice dK(0,7) od r do z (luk ne smije sije¢i negativni dio
X-0si).

Tada je

e 1 , agz) 1

= Inr+iarg(z) =Inz.

Time smo pokazali da je

(Inz) = % Wz € C\ (—oo,0].

Zadatak Neka je f : K(zg,r) — C neprekidna funkcija takva da je
fa A f = 0 za sve trokute A C K (zo,7). DokaZite da tada f ima primi-
tivnu funkciju.



Uputa: Analizirajte dokaz Cauchyjevog teorema za zvjezdast skup
i uotite da nam je derivabilnost od f trebala samo da bismo mogli
primijeniti Goursat-Pringsheimov teorem i dobiti da je [,, f = 0 za
sve trokute A C K(zp,r), $to je u ovom zadatku pretpostavljeno da
vel vrijedi.

Napomena: Kasnije ¢emo vidjeti da postojanje primitivne funkcije
za f povladi holomorfnost od f, pa ¢e iz ovog zadatka odmah slijediti
Morerin teorem koji ¢e nam trebati da vidimo da su izvjesni limesi
nizova holomorfnih funkcija takoder holomorfne funkcije.

Korolar (Tehni¢ka napomena). Neka je f : K(zg,7) — C neprekidna
funkcija. Pretpostavimo da je f derivabilna na K(zo,r) \ {w}, gdje je
w neka to¢ka u K(zg, 7). Tada f ima primitivnu funkciju na K(zo, r).

Dokaz. Neka je F : K(zp,r) — C definirana s

F(z) = 0] f.

PokaZimo da vrijedi F'(z) = f(z), z € K(zo, 7).
Dovoljno je dokazati da je [, f = 0 za svaki trokut

A= (w,z7) C K(z,71),

jer nakon toga moZemo nastaviti kao u dokazu Cauchyjevog teorema
za zvjezdasti skup (dio nakon formule (1); primijetite da su oznake
drukdije jer je trokut (zo, z,z + h) sada zamijenjen trokutom (w, z,z')).

Odaberimo bilo koje tocke z; € [w,z] iz € [w,2'].

/

Tada je

/a<w,z,z/>f - /a<w,zl,zz)f * /a<zl,z,z2>f * /8<z,z’,zz>f

Prema Goursat-Pringsheimovom teoremu je

/a<z1,z,22> f= /53<Z,Z/,zz> f=0,



jer su trokuti (z1,z,27) i (z,2/,2p) sadrZani u K(zo,7) \ {w}, gdje je f
derivabilna.

Zato je

= . Vz1 € [w,z],Vzy € [w,Z].
/B(w,z,z’) f /B<w,zl,22> f ! [ ] > [ ]

Tvrdimo da za z; — w, zp — w integral s desne strane zadnje
jednakosti tezi u 0.

Naime, zbog neprekidnosti f u w, f moZemo ograniciti brojem M
na nekom krugu K(w, p) C K(zo,1).

Za z1,z3 € K(w, p), trokut (w,z1,z5) je sadrZan u K(w, p), pa fun-
damentalna ocjena daje

/ f‘ < M opseg(w, z1,23),
a<w721/22>

StoteziuOzazy — w, zp = w.
Slijedi da je

/a<w,z,z/> f=0 -

Neka je sada 7 : [0,27r] — C,v(t) = zo + re'* parametrizacija
kruZnice sa srediStem u zy radijusa r.

Tada je
/diz:(), n#l[
7 (

z—zp)"

jer podintegralna funkcija ima primitivhu funkciju na otvorenom

skupu C \ {zo}.

Za n =1 direktno (. po definiciji integrala) izratunamo da je

U sljedecoj lemi ¢emo vidjeti da vrijednost integrala ostaje ista
i ako umjesto srediSta kruznice zy stavimo bilo koju tocku kruga
K(zo, 7).

Lema. Neka je 7 : [0,271] — C,y(t) = zo + re't. Tada je

/ . dzw =2mi, Yw € K(zo,7).
yzZ—

Dokaz. Neka je w # zp i > 0 takav da je zg ¢ K(w, ) i K(w,d) C
K(zp,1).

Neka je « parametrizacija kruznice 0K(w, ¢) dana s

w:[0,2m] = C, a(t) =w+de".
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Neka je 71 krivulja koja se sastoji od luka kruZnice 7 kroz tocke
F, M, E, zatim od segmenta [E, G|, pa od luka kruznice & kroz totke
G, P, H ina kraju od segmenta [H, F|.

Neka je ¥, krivulja koja se sastoji od luka kruznice 7 kroz tocke
E,N,F, zatim od segmenta [F, H|, pa od luka kruZnice a kroz totke
H,R, G ina kraju od segmenta |G, E].

Ocito je

/ ! dz + ! dz:/idz—/ !
m<Z—w 72— W yZ—W x Z—W

Oba integrala s lijeve strane su jednaka nuli (iz C izbacimo neku

dz.

zraku iz w koja ne sijece 1 i to je zvjezdasti skup na kojem je funkcija
Z ﬁ derivabilna, pa je po Cauchyjevom teorem za zvjezdaste
skupove ovaj integral jednak 0; analogno za 7).

/ ! dz:/ L dz.
fyZ—w x Z—W

Kako je w srediste kruZnice «, to prema napomenama iznad ove
L_dz = 271i, odakle je

zZ—w

Zato je

leme imamo [

]
/ . wdz:Zm'. O
.’y -

Teorem (Cauchyjeva integralna formula za krug).
Neka je f : 3 — C derivabilna funkcija i K(zq,7) C K(zo,R) C Q.
Tada je

1 [ fw)

f(z) = 2t ), Edw, Vz € K(zo,71),

gdjeje v : [0,27] = C,y(t) = zo + re't.
Dokaz. Fiksirajmo z € K(zg, 7). Definiramo funkciju g : K(zo,R) —

€ kao fw)-f(z)
w)—f(z

gw) = o= 0 U7

f'(2), w=z.



Funkcija g je derivabilna na K(zg, R) \ {z}, te neprekidna na cije-
lom K(zg, R).

Prema Tehnic¢koj napomeni funkcija ¢ ima primitivnu funkciju na
K(zo,R) i zatoje [ g = 0.

Tada
- /, %du}— L %dw
_ /ymdw—f(z)/ywlzdw
—  (po Lemi) :/yi(wldw—f(z)-zm,
odakle slijedi tvrdnja. 0

Pokazat ¢e se da je Cauchyjeva integralna formula (CIF) klju¢na
tvrdnja o holomorfnoj funkciji f, jer je podintegralna funkcija u for-
muli vrlo jednostavna kao funkcija od z.

Sljede¢i put ¢emo vidjeti da deriviranjem ispod znaka integrala
dobivamo postojanje svih derivacija funkcije f, kao i formulu (gene-
ralizirana CIF) za te derivacije.

Kasnije ¢emo vidjeti da se koriste¢i CIF funkciju f moZe razviti u
red potencija.



